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Bogenlange von Kurven im Raum, die parameterabhangig definiert

sind.

x(t) :
y(t) :
z(t) :
s(t) :

At =

Gegeben sei:
() = [x(t), y(t), z(v)]
Welche Lange hat die Kurve (der Bogen) ?

Voraussetzung ist natirlich, dass die Kurve stetig ist.

s(t) sei die Funktion, welche die Bogenlange angibt.

An der Stelle t nahern wir ein Stiick des Bogens durch die Sekante
an:

s(t + At) - s(t) = |f(t + AY) - F(O)|

(Hier miisste 'ungefahr gleich' stehen. Das Zeichen akzeptiert
Derive aber nicht.)

Wir rechnen die rechte Seite aus:

s(t + At) - s(t) = |[x(t + At) - x(t), y(t + At) - y(t), z(t + At)
- z(©)]]

Um die Funktion s zu bestimmen, bilden wir die Ableitung, denn das
Integral von s' 1ist s.

Wir teilen auf beiden Seiten durch At :

s(t + At) - s(bt) [ x(t + At) - x(v) y(t + At) - y(bv)

At At At

z(t + At) - z(b) ]

At
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Flir At gegen null ergeben sich die Ableitungen:

s(t + At) - s(t) x(t + At) - x(t)
Tim = [1im , 1im
At-0 At At-0 At At-0
y(t + At) - y(t) z(t + At) - z(©)
, 1im ]
At At-0 At

s'"(D) = |[x'(©), y'(©), z'(0]]
Js'(®) dt = [ |[[x"(D), y'(¥), z'(©)]] dt

s(t) = [ |f'(©)] dt
Das ist die Bogenlange! Einfach Integral liber den Absolutbetrag

der Ableitung.

Test mit einem Voll-Kreis in der y-z-Ebene:
g(t) = [0, COS(t), SIN(t)]
g_(t) = [0, — SIN(t), COS(t)]

2.m
fo lg_(t)| dt

Test mit einem Wendel:

h(t) := [t, COS(t), SIN(D)]
h_(t) := [1, - SIN(t), COS(t)]
2.m

fO |[h_(t)] dt

2-J2.m

Auch die Formel fiir Kurven in 2D ergibt sich.
Eine Kurve in der x-y-Ebene als 3d-Funktion hat die Gestalt:

k(t) = [t, j(t), 0]
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k_(t) = [1, j'(t), O]

2
J k(o) dt = J J@ + 3" ) dt

Das ist die Formel fiir die Bogenlange in 2D.

Sinuskurve in 2D geschrieben als Kurve in 3D:
si(t) = [t, SIN(t), 0]

si_(t) = [1, COS(t), 0]

m

fO |si_(t)| dt

w

2
J J(@ + Cos(t) ) dt
0

3.820197789

Lange des Bogens einer Parabel:
e, ¢, o]

p(t) =1lt, t , 0

i Y

— Lt, t, 0] =[1, 2-t, 0]

dt

p_(t) = [1, 2-t, 0]

2
lp_(O)]| = J(4-t + D
2 2
J 2 ING/(4-t + 1) + 2-1) t-J(4-t + 1)
JA-t + 1) dt = +
4 2
1
J 2 LN(J/5 + 2)
: J-t + 1) dt = + 45
-1 2
1
2
: J4-t + 1) dt = 2.957885715
-1




#65: Test mit einem Halb-Kreis in der x-y-Ebene:

#66: hk(t) := [t, Ja - tz), 0]

t
hk_(t) =1, - , 0
#67: 2
J@ - t)
2
2.t -1
#68: |hk_(©)] =
2
t -1
1
#69: [ |hk_(©)] dt =7
-1

#70:




